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Heinrich Potuschak
oRm: R-Funktionen fur das ordinale Rasch-Modell

Alle R-Funktionen sind (in alphabetischer Reihegé)lim Dokument ,o0RM.R* enthalten.
Sie kdonnen zusammen in den R-Editor kopiert werden.nachfolgenden Punkt 7 wird
vorgefiihrt, wie mit ihnen zu rechnen ist. Eine lurrlauternde Ubersicht tber die R-
Funktionen steht im nachfolgenden Punkt 6.

Die in "oRM.R" enthaltenen R-Funktionenen sind skbmpakt programmiert. Auch die
Ergebnisse aus diesen Funktionen werden in semplkendorm ausgegeben. Die Funktionen
sollen dem Benutzer als "Gertst" fUr sein eigemegi@mm dienen.

Die R-Funktionen wurden von Kurt Holm in die Pragraiersprache ,C" Ubertragen,
ausgebaut und in das Statistiksystéimo eingefiigt. Dadurch ist ein unter Windows
laufendes, leicht zu bedienendes Programm entstamdelibersichtlicher Ergebnis-Ausgabe
und Grafik.

Die R-Funktionen und das C-Programm konnen im Qaod# frei heruntergeladen werden.
Wenn Sie bei
www.almo-statistik.de

das Statistik-System\Imo herunterladen, dann besitzen Sie damit auch diiriktionen
"oRM.R" und den Quellcode zum C-Programm.

Sie finden "oRM.R" zusammen mit dieser hier vorieden Beschreibung im Almo-
UnterordneRasch_in_Rund

den C-Quellcode im Almo-UnterordnerAlgorithmen_in_ C in den Modulen
"a_up_algorith1l.c" und "a_Main_Konsole_24.c".

Bezeichnungen

m = Zahl der Items
ki =K _ategorien der Items, d.h. Ausprdgungen x = 0,...,k i-1, bzw. je k i-1
Stufen.

m

mscs = Z (k; =1) =m aximale Sc__ores umme,
i=1
m

amp = rll ki =Anzahlm 6gl. P _attern.
1=

np, = An _zahlder P _ersonen mit Scoresumme r, wobei O <r <mscs
und Summe(np +) = N = Anzahl der Personen.
Nt ix =An_zahl der Personen, die It _em i bis zur Stufe x gelost haben,
wobei 1 <i £m,1 <x <k;-lundnt o, =N-Summe(nt x).
T = Schwellenparameter. Dimension = Dim(nt), d.h . m Zeilen mit je k i-1
Spalten. Jede Zeile ist aufsteigend geordne t, die Gesamtsumme ist
0. Def: Tio =S io =0.
X m
s =S_chwierigkeitsparameter, wobei s ix = z L, = z (i, k —1)=0und
y=1 i=1
Tix =S ix —Six1 . Diesbmaximierendieb _edingte Likelihood cLL.
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fw, = F_ahigkeitsparameter einer Person mit Scoresumme r, w obei0 <r <mscs.
Die fw maximieren die gew _ichtete Likelihood wLL.

pat = Ein einzelnes m-dimensionales Pat ____tern (,Antwortmuster*)

pah = Vektor der Pa _ ttern-H _&ufigkeiten.

n0 = Zahl der besetzten Pattern.

dez = Dez_imalcodes der nO Pattern. Zusammen mit den pah ist es moglich,
alle Daten anstelle einer N Cim- Matrix sehr kurz mit 2 Vektoren der
Lange n0 zu speichern.

bas = Basis des Zahlensystems zur Umcodierung von p at nach dez und
umgekehrt

dezN = Dez imalcodes aller N _ Pattern (aller N Personen).

d = ein einzelner Dezimalcode
1. Daten

Die Begriffe ,Pattern“ (Antwortmuster) und ,Dezintalde” sollen an einem Beispiel mit 5
Items erklart werden. Ein Pattern (Antwortmuststbeispielsweise

10100

Das 1. Item wurde von der Person mit 1 beantwdgetst), das 2. Item mit O (nicht geldst)
etc. Dieses Pattern kann in einer einzigen Zahh gleezimalcode“ dieses Patterns, ausge-
drickt werden. Sind die Iltems dichotom, dann ist bezimalcode dieses Pattern d = 20.
Dieser Dezimalcode ist unverwechselbar; d.h. eskgilm anderes Pattern, das diesen Wert d
besitzt.

oRM erwartet die einzulesenden Daten in der Form dezirDalkodierung. Das klingt
zunadchst sehr Benutzer-unfreundlich. Eine Einleddfan von Originaldaten aus einer
gespeicherten Datei ist nicht vorhanden. Da dieemstuationen der Benutzer sehr
unterschiedlich sein kdnnen, muss sich der Beneirne solche selber programmieren.

Bequemer ist folgende, allerdings nicht R-adaq\Vaigehensweise:

Das Almo-Raschprogramm Progl4m4 bildet aus eingetss Originaldaten die Parameter
dez undpah und weitere Parameter sowie samtliche Aufrufeldtigten R-Funktionen,
die man sich dann ausgeben lassen kann. Siehe weien Punkt 7.

Das Daten-Einleseprogramm des Benutzers muss fidg8truktur besitzen

0. erforderliche Eingabe-Parameter

allevVar = Zahl der Variablen des gesamten Da tensatzes der Person

m = Zahl der Items, die dem Rasch-Verf ahren unterworfen werden

analyseVarNr= Vektor, der die Stelle der Items i m gesamten eingelesenen
Datensatz angibt.

k = Vektor mit den Kategorienzahlen de r ltems

N = Gesamtzahl der Personen

1. Lese den Datensatz der Person
von der 1. Variablen bis zur letzten VariabkddleVar
2. Selektiere daraus die Items, die dem Rascha¥iegh unterworfen
werden sollen, d.h. bilde daraus das "pattden'Person,
das in den Vektgrat der LAngemeingetragen wird.
Erforderlich dafr ist ein Vekt@nalyseVarNr , der die
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Stelle der Items im gesamten eingelesenen Baizangibt.
3. Prife das pattern auf
a. fehlende Werte und entscheide was dann geteden soll,
z.B. das gesamte pattern Uberspringen urRlinkt 1 zurtick
und die nachste Person einlesen oder feateldVert auf O
setzen, d.h. wie "nicht gel6st" betractadar einen
(noch zu bestimmenden) Ersatzwert einsetzen
b. darauf ob das Item den Ganzzahlwert O hiKategorienzahl
unter- oder Uberschreitet. Erforderlichiolast ein
Vektor mit den Kategorienzahlen der Itdms
4. Wandle das pattepat in die Dezimalkodierung.
Durch den einmaligen Aufruf der R-FunktiBasis wird
ein Vektoibas erzeugt, der wahrend des gesamten Einlese-Vorgangs
unverandert bleibt. Aus der Multiplikation

d=0;
for(i in (m-1):1) d = d+ bas]i]*pat][i];

entsteht dann der Dezimalcati&ir die eingelesene Person
Das pattern der eingelesenen Person wurde smer
einzigen Ganzzahl umgeformt. Diese Ganzzaid imiden
VektordezN gespeichert. Dieser muss auf die LaNge
(=Gesamtzahl der Personen) deklariert werden.

5. Zuriick zu Punkt 1. Nachste Person einlesen

6. Nachdem alle Personen eingelesen und verarheiteen,
liegt der VektodezN mit der LangeN vor.

7. Mit der R-FunktiorDaten.N(dezN)  wird dann auslezN
gebildet:

n0 = Zahl der besetzten pattern
dez = Vektor der Dezimalkodierung der besetzten pattern
pah = Haufigkeit je besetztes pattern

8. Mit der R-FunktiorDaten.n0(n0,dez,pah) werden dann die

Vektoren der Randsummen
np = Vektor der Haufigkeiten je Gesamtpunkt
nt = Anzahl der Personen je Itemkategorie

gebildet.

Damit sind alle Gré3en vorhanden, mit denenRi&ogramm
gerechnet werden kann

2 Simulation ,Rasch-konformer” Daten

Um Daten modellkonform analysieren zu kodnnen, musr “"daten-erzeugende"
Mechanismus bekannt sein: Die modellgemafie Wahrdidindeit einer Person mit Fahigkeit
k(i)-1
fr, Iltem i bis zur Stufe x zu l6sen, lautet P(i,x@xp[XTw, — sh] / z explyOfw, —sp | ].
y=0
Die function SIMord wird mit selbstgewahlten Wert88,FW,NP aufgerufen; beim Boots-
trappen sind es die festen Werte. Fir die RErsonen mit Fahigkeitsparameter FNifd die

Matrix P fur Kism und &x<k;-1 berechnet und zeilenweise kumuliert. Dann wadtgm
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eine Zufallszahl zuf ~ U(0,1) erzeugt und die Stpdi¢ bestimmit, fiir die R.1 < zuf < Ry gilt.
Daraus werden die dezN = pat.bas gebildet, undifmen die Randsummen nt und np
berechnet, sowie n0, dez und pah.

Ist man an Pattern interessiert, deren Haufigkesteakt (bzw. gerundet, wenn gzz = T) den
bedingten Erwartungen H(x = N[P(x|r) entsprechen, ist die function SIMexakt(v)gaaf-

zurufen. P(f) ist das Produkt der P(i,x,|r), und ergibt seixl:hexp(—quxm )y, , wenn alle
i=1

P(Xr) mit gleicher Scoresumme durch ihre Summe detad mit np/N multipliziert werden.
Die symmetrische Grundfunktiop wird in Kap. 4 behandelt. Je Personenhaufigkejt np
werden Vhp Pattern erzeugt, von denen der Dezimalcode (dea&)die Haufigkeit (pahE)
berechnet wird. Im Fall gzz=T summieren sich dieBpau ca. N, wobei Pattern mit pahE
= 0 Ubergangen werden. Im Fall gzz=F & v=1 entsteladle (d.h. amp) bedingten
Patternwahrscheinlichkeiten. Aus den pahE werderRdndsummen ntE und npE berechnet.
Zur Simulation der SB ist die function SIMsb(tital]) aufzurufen. Sie erzeugt die Schwel-
lenparameter; x = til[i]+(x-1)Cd+U(-rad,rad), die aufsteigend sortiert sind, weadd. Nach
Normierung werden durch zeilenweises Kumulierenstigebildet.

3. Hilfsfunktionen

Die function Elim(eli) eliminiert die Iltems mit dendizes eli und berechnet die neuen Werte
von m, k, np, nt, n0, dez und pah. Vor dem Aufinfisn0, kO und b0 abzuspeichern.

Die function ItRaSu(m,k,nt,np) berechnet den Indiex) jenes Items, das eine notwendige
Bedingung fur die Existenz einer reellen Losung stererletzt. U.A. muss gelten: 0 5,0k

N, nto > np und N1 > NPmsesfir 1< i < m und 0< x < ki-1. Im Fall irs>0 ist keine Para-
meterschatzung moglich, und die function ItemPahbmit unso = irs ab.

Die function Tau(m,k,sb) normiert sb, indem zuerberechnet und normiert wird. Stellt sich
eine der Zeilen nicht als monoton steigend henaus, ihr Index (unso) angegeben. Der Fall
unso>0 bedeutet somit eine ungultige oder unmoglRérameterschatzung.

In einigen Funktionen, bei denen ein Ausdrucken Matrizen nt oder sb verlangt werden
kann, bringt die function Zeile(m,k,M,d) die Matriix Zeilenform und rundet auf d Dezimal-
stellen. Diejenigen Elemente; M fur die x > k; gilt, werden Gibergangen.

4. Parameterschétzung
4.a) Schatzung der bedingten Schwierigkeitsparametésb)

Die function ItemPar(m,k,nt,np,sb,imax,eps,pri) maert die bedingte Loglikelihood

n0
cLL(sb) = z pah, UIn P(x; |r) mittels m getrennten {#)- dimensionalen Newton-Raphson-
j=1
Verfahren. Ubliche Startwerte sind[Bt grob geschatzte Startwerte, die man z.B. beim
Bootstrappen kennt, nutzen wenig.
Will man sicher gehen, dass die Losung auch eibaygs Maximum bildet, kdnnen mittels
SIMsb(ti,d) mehrere Startwerte erzeugt werden s tlasale Maxima auf3erst selten vorkom-
men, sieht man, wenn man (etwa mittels Mischvengjén) derartige Daten gezielt zu erzeu-
gen versucht..
Getrennt nach den m Zeilen wird sb = sb — verbrg@ateriert, bis das Maximum aller ab-
soluten Verbesserungen (vmax) kleiner als eps wstdvmax>10, wird abgebrochen. Ist
vmax>1, werden die verb durch vmax dividiert. Beensten NR-Schritt und, falls 8 bei
den ersten 20 Schritten, wird verb halbiert.



Die Verbesserungen werden von der function BedLkmnp,sb) berechnet und lauten fur
ltem i verb = Al.sb1, wobei shldie erste Ableitung von cLL(sb) nach skst. A ist die (k

1)- dimensionale Matrix der zweiten Ableitungen mat;x und sk, — diejenigen nach sp
und sby werden vernachlassigt. Nach jedem NR-Schritt werdie sb mittels Tau(m,k,sb)
normiert. Die Ergebnisse der ersten pri Iteratiowenden ausgedruckt.

Das Verfahren konvergiert, wenn vmax kleiner epgdwiine ungultige Schatzung erkennt
man an unso>0, das den Index des nicht monotogesigent; angibt. Eine Schatzung, die
wegen ungultiger Randsummen, micht moglich war, erkennt man ebenso an unsati. |
unso=0 und vmax knapp grof3er als eps, kann eserseine Losung existiert — erfolgreich
sein, andere Startwerte zu versuchen oder imaxtinen.

Die sb werden unter der Bedingung geschatzt, daidestgehaltenem r die Summe aller Pat-
ternwahrscheinlichkeiten gleich ¥ wird. Die onditional _bglikelihood ist der Logarithmus

des Produktes der bedingten Patternwahrscheinlieink®(§r) = exp{—Zsbl’X(i)} ly, und
i=1

m k(i)-1

lautet cLL(sb) ==>" > nt,, Oshy, —Wi&snpr Ony, .
r=1

i=1 x=1

yr ist ymmetrische @indfunktion (sgf) r- ter Ordnung und gleich der Sumrer &rodukte
exp[-shx@], bei denen die Summe aller gleich r ist. Die erste Ableitung vop nach shy

lautet —sgfix , wobei sgfix die Summe derjenigen Produkte ist, an dene¢p lfteiligt ist.
Man berechnet sgh am einfachsten, indem man (voribergehend) exp]-sb0 setzt,y*

berechnet ung/’ vony; abzieht. Die restlichen berechnen sich als; §géxp[-shx+sh1]. Die

zweiten Ableitungen voi: nach shy lauten sgfixx = +sgdf,ix, diejenigen nach sbund shy

sind sgf;xy = 0, und diejenigen nach;stund sk, (oder shy) werden vernachlassigt.

Die erste Ableitung von cLL(sb) nach; glautetsh , =-nt, , + z np, Osof, . /1y, .

r=1

Die 2. Ableitung nach spund shy lauten A, | = Z np, O(-sof, ; ., +sof,;, Osof, )/ 17
r=1

Die symmetrischen Grundfunktioneny

Am einfachsten und genauesten ist die Berechnuagnwnit ltem 1 und G begonnen und
sukzessive ein weiteres Item dazu genommen wirdGyumu berechnen. Die Lange von G
ist die Summe derK fiir j = 1 bis i. Am Ende ergeben sich die mstentente vory = Gy, ,
wobei das letzte zur Kontrolignses= € = 1 sein muss. Da der Algorithmus verbal nur um-
standlich zu beschreiben ist, folgt ein Beispiel:

Die drei Items haben je 3, 2 und 4 Kategoriepn.b8steht aus den zwei Elementen 11 und 12,
wobei z.B. exp[-sh;] mit 12 abgekurzt ist.

Die Aufnahme von Item 2 ergibt,G= G 1+ 21, G 2= Gy 2+ G 1[21 und G 3= G J[R1.

Mit Item 3 ergibt sich @1 =G;1+ 31, G2=G;2+ 32+ G4[Bl, G3=G,3+ 33+ G[B1

+ G1[B2, G4=G 3Bl +GJAB2+G1B3, Gs=G3B2+ GIB3 und Ge= G, 3[B3.

In der function SGF(m,k,sb,i) wird;Gnur einfach indiziert, und nach jeder Aufnahyre G
gesetzt.

4.b) Schatzung der gewichteten Personenparametem(f

Die Modellgleichung des partial credit model lawRéitx|r) = ZI. i/ Ne; mit dem Zahler
k(i)-1
Zlyi = exp[xfw, — sk ] und dem NenneNe, ; = z explyOfw, —sp | ].

y=0
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Die ungewichtete ikelihood einer Person mit Scoresumme r Iautetrml;(ﬂ P(@i,x [r).

Nach Warm gewichtet lautet sie wL (= (I_ll P(i, X |r)j NSl A

wobei f  die 2. Ableitung der uL(f) nach fvist, d.h. nach Einsetzen des; fw die uL. f,
wird im Verlauf des NR- Verfahrensw, — = fw, / fw, als Nenner verwendet. Nach Konver-

genz des Verfahrens ist,/—f der geschatzte Standardfehler sgffw
Nur fiir dichotome Items gilf ==Y P(i,x [r)0(1-P(.x |r ).
i=1

Die gewichtete Loglikelihood lautet wLLf= >"InP(i,x [r)+In(=f")/2.

i=1

Die Summe wird zuZ(xi Ofw(r)-sh ,;, —In Ne,‘i) =r0Of, =) InNe, +c,
i=1 i=1

da die Summe der; gleich r ist, und sk nicht von r abhéngt. Mit E ZIn Ne, ; ergibt sich

i=1
wLL(fw,) = rfw, — Ly + In(-=f,)/ 2.
Die Likelihood aller Personen mit Scoresumme distnp- te Potenz von wL(fyy. Die ge-
wichtete Loglikelihood aller Beobachtungen lautet

WLL(fw) = " np, O(r Ofw, —L, +In(~£)/2).
r=0

Die 1. Ableitung von wLL(fw) nach fwlautet fw =r—-L —f"/f /2,

. m Ne . k(i)-1
wobei L. :z& und Ne? = > y' OexplyOfw, —sh, ] gilt.
i=1 Ner,i ’ y=1 ’
n(Ne, (Ne,)
L. :ZLN;C”—(N;C"] ]:—fr', wobeil/ /- f der geschatzte Standardfehler ist, unil
i=1| N&; &

als Schatzer vonfw, verwendet wird (mit einem etwas kleineren Abscdtitag). Seine Ab-

leitung lautetf,” =>"(Ne, ~30Ne/, ONg;, /Ne,, +20Ng ,* /Ne? ) /Ng, ;.

i=1
Der lterationsschritt des NR- Verfahrens lautet sdw— = fw'/fw”.
Die function PersPar(np,sb,imax,eps,pri) berecBhanit mscs+1 getrennten eindimensiona-
len NR-Schritten, wobei flr die Verbesserungen, wird f die function GewLL(np,sb,fw)
aufgerufen wird. Die ersten pri Schritte konnengaaksuckt werden.
Als Startwerte eignen sich mscs+1 Nullen oder béaje aufsteigend geordnete und summen-

normierte Zahlen. Das Verfahren konvergiert, wenax{ierb|) <e, und benétigt meistens
knapp 10 Schritte. Fur die Standardfehler giltwg(F./—-1/f 2 . Der Mittelwert Mf weicht

stets knapp von 0 ab. Berechnet man wLL mit dennsenmormierten fw-Mf, ergibt sich eine
geringfugig kleinere loglikelihood.

4.c) Standardfehler der Schwierigkeitsparameter sb



Setzt man sb und fw in die uLL ein, und bildet nth@ 2. Ableitung nach sp, ergibt sich
sy, ==>_np, OP(i,x|r)O@A-P{,x |r )) und der Standardfehler se(gb=,/-1/5, . Dies

r=0

berechnet die function StdFsb(np,sb,fw).

4.d) Andrichs Reliabilitat

Die function AndRel() berechnet ARel = 1 — mev/gVf

mscs
mittels der marginal error variance: mevE np, Osefw? / N,
r=0

dem gewichteten Mittelwert der fw: gMf { np, Ofw, /N
r=0

und der gewichteten Varianz der fw: giE np, O( fw. —gMf)?/N .
r=0

5. Modell-Tests
5.a) Globale Modell-Tests
Die function AnpTest3(np,n0,dez,pah,sb,cLL,pri)dmmet Pearsons und Cressie-Regds

(PC und CR) sowie die log-ratio (LR). Ist ein Bagr(pc) zur Prifgro3e PC groéRer als pri,
wird er zusammen mit dem Pattern, pah und E(pasgexruckt.

A
Ein allgemeines Abstandsmal} isALE )I(A D z E{( ] —1], wobei ki die Zahl der
1 E;

Klassen ist, und Bund E die beobachteten und erwarteten Haufigkeiten sind.

aw (pah, — E(pat;)?
FirA = 1 ergibt sich Pearsogé: PC =)’ (pah; ~ E(pat) .
=1 E( patj)

2/3
ah.
FirA = 2/3 ergibt sich Cressie-Reagfs CR =1. SDZ pah, Paf -1.
i E(pat;)

Beide PriifgréRen sind asymptotisch verteilt mit df Freiheitsgraden. Deren Anzahldét=
amp—-2imscs, da mscs Parameter sb geschatzt worden sinddenen einer wegen der
Summennormierung entfallt. Weiters entfallen mscBteiheitsgrade wegen des Zusammen-

hangs >  E(pat;) =np= > pah,.

ses(j)=r ses(j)=r

Die erwarteten bedingten Haufigkeiten berechneh ais E(pg) = npDexp{ Z .x(l)} ly.,

i=1
wobei r :Z pat;; die Scoresumme ist. Da amp extrem grol3 werden, kaind bei beiden

PrufgroRen nur Gber j = 1 bis n0 summiert. Da deitrBg eines unbeobachteten Patterns zu
PC bzw. CR gleich E(patbzw. 0 ist, muss zu PC noch die Summe derjerigemartungen

addiert werden, bei denen pad0 gilt; sie lautet N —Z E(pat;).

pah(})>0
Der Likelihood-Quotienten-Test:
Die log-ratio LR = -Z{LL mog— LLsa) ist asymptotisclx? verteilt mit df Freiheitsgraden.
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LLmod= cLL(sB) + > np, On(np, /N) fiir np > 0.

r=0

n0
LLsat:z pah; On(pah, /N), wobei n0 die Anzahl der besetzten Pattern ist.

j=1
Sind mehrere Erwartungen kleiner als 5, sind di BriifgréRen nichg? verteilt, und p-
values kénnen nur mittels Bootstrappen geschétademe

5.b) Itemfit-Tests nach Wright&Masters (MESA Press 1982):

Out- und infit- MaRe dienen zur Uberpriifung der Milahnahme, dass die Trennschérfen der
Items gleich sind, und verhalten sich unterschibdéiensibel gegeniber bestimmten Modell-
verletzungen. lhre t- Werte sollten standardnoreradilte Prifgrof3en sein.

Der t- Wert des outfit- MalRes von Item i berechsieh als toyt= (outflt”3 )Dc+1/c,

wobei ¢ =3/\/q20uti IN?=1/N und in Multira der Quotient 1/N nicht subtrahiefitd.

no
outfit; :Z pah; [ pat; —-erw)?/var /N. Da nicht die Trennscharfen der Items berechnet
=1
werden, sondern nur deren vom Modell gefordertecBleit untersucht wird, sind die m out-
fit-MalRe derart zu korrigieren, dass ihr Mittelwgteich 1 wird: outfitr = 1 — mean(outfit).
Ist tout signifikant zu grof3 oder zu klein (z.B. groR3erzvbkleiner -2), schlief3t man mit ca.
95%- iger Sicherheit auf underfit bzw. overfit 4eadlings nur, wenn tout- N(0,1) nachge-
wiesen ist.
Zu beachten ist, dass die m PrifgroRen der moadetien Gleichheit der Trennschéarfen
selbst bei perfekten Daten (p&hE(paf)) nicht gleich gro3, und ihre t-Werte nicht Nuhd.
Die exakten Erwartungswerte konnen als pahE mig#iéexakt(1,F) berechnet werden. Die
mit diesen Daten berechneten out- und infit- Mafd gute Orientierungshilfen. Verwendet
man gzz=F, entsteht nO=amp, was eine extrem graBksgin kann; in diesem Fall ist gzz=T
& (v=1 oderv=10) zu lUbergeben.

no
q2out =) pah, O0X4, /var,
=

k(i)-1 k(i)-1 k(i)-1

wobei X4 = ) (x—erw)*Op, , var = > (x—erw)>Op, , erw = > x0Op,,
x=0 x=0 x=0
und g die Modellwahrscheinlichkeit P(iJg) ist, und r die Scoresumme von;pat

Die t- Werte der infit- MaRe berechnen sich als:tnﬁl nfit"* - )Dc+1/c,

2

wobei ¢ =3/,/g2in und g2in= z pah, (X4, - var )/(z pah, DvarJ :
j=1 j=1

n0 n0
Die m MaRe infit=> pah, O pat,; —erw)?/>_ pah, Cvar
j=1 j=1
sind noch wie vorhin zu korrigieren: infit = 1 — mean(infit).

Man beachteDie t- Werte der outfit- und infit-Maf3e sind nicstandardnormal verteilt, wie
folgende drei jederzeit wiederholbare Versuchsamanden mit dichotomen Items zeigen:

a) 1000 Mal wird wiederholt: Simulation von m noarien Schwierigkeitsparametern SB ~
U(-2,2), Simulation von m+1 summennormierten undieden Fahigkeitsparametern FW ~
N(0,2), NR =50, Simulation der Daten, Schatzung der Modedipeater, Berechnung der tout-
und tin- Werte und Abspeicherung in 2 Matrizen denensionen 1000m.

11



b) Wie Methode a), jedoch werden die Parameter 88 W als arithmetische Folgen
zwischen -2 und 2 bzw. -2.5 und 2.5 festgehaltdn,rdcht mehr simuliert.

Bei Betrachtung der(2n Spalten, die Stichproben aus N(0,1)- Verteilunggin sollten, stellt
sich (von zufallsbedingten geringen Abweichungegeskhen) Folgendes heraus:

a)m=5: toyt~ N(0.1, 0.38), tin ~ N(0.1, 0.79
m = 10: toyt~ N(0.05, 0.8), tin, ~ N(0.1, 0.85)

b) Die Mittelwerte und Varianzen hangen von denitikogen der SB ab. Beide sind bei den
Items 1 und m minimal und steigen zum mittelschwdtem hin an. Dies ist in den folgenden
Tabellen mittels ,,min> max* beschrieben:
m =5: toyt~ N( 0.10-0.20, 0.36- 0.4F)
tin ~ N(-0.25-0.35, 0.46- 0.65)
m =10: toyt~ N( 0.00-0.10, 0.56- 0.6F)
tin ~ N(-0.20-0.10, 0.66-.0.85)

c) Die Parameter SB werden als arithmetische Folyaachen -2 und 2 festgelegt, und es
werden 30000 bzw. 55000 exakte Daten erzeugt -deePatternhaufigkeiten (pah) stimmen
bis auf Rundungsfehler mit ihren Erwartungen Ulverei
m =5: outfit= 0.97- 1.03, infit = 0.97-1.02
toyt =-0.93-1.94, tin =-2.77-3.38
m = 10: outfit= 0.97- 1.02, infi{ = 0.98-1.01
toyt =-1.27-1.80, tin =-2.10-1.54

Aus diesem Grund kénnen die p- values der Itemfiinaur mit Bootstrappen geschatzt
werden.

5.c) Der Q-Index(nach Rost & von Davier, Appl. Psy. M. 1994, 171218

Die Q-Indizes sind Mal3e daflr, wie weit die beoleigmn von den optimalen Pattern abwei-
chen, und sollten modellgemal gleich grol3 seinteie werden 3 Vektoren der Ladnge N
erzeugt: im ersten stehen die Scoresummen r, inteawdie Beobachtungen x = paDiese
beiden werden gemeinsam aufsteigend sortiert,zddrst nach r, und bei Gleichheit nach x.
Im dritten Vektor stehen die Werte g und entspraaten Guttmann-Pattern: fur sie gilt=g0
firl<n<nto, g, =1flr nfp <n<nt; usw. bis g = k-1 fur die letzten nt[i,k1] Werte. Die
Anti-Guttman-Werte ergeben sich als, &gy+1-n und werden zur Normierung gebraucht.

Nun berechnet sich der Q-Index des Items i als
N N

QI = Z()qw - gn) |:vavr[n]ﬂ / Z(Xn _agn) vavr[n]ﬂ !
n=1 n=1

wobei r, x und g die Elemente der drei Vektorem sin

Im oben angefuhrten Artikel werden aufl3erdem noGk) tiergeleitet, die standardnormalver-
teilte PrifgrofRen sein sollten. Das kann nichteften, da dabei Erwartungswerte und Vari-
anzen von Kiw unter Unabhangigkeitsannahme berechnet werdderen Korrelationen sind
signifikant groBer Null und kénnen als Mal3e fur demtrennscharfen betrachtet werden.
Aus diesem Grund, und weil die Q-Indizes wie demititmalde positionsabhangig sind, kdn-
nen p- values nur mit Bootstrappen geschatzt werdamur die Gleichheit der Trennschar-
fen (deren Prufgré3en aber auch bei exakten Daggleich bzw. Null sind) getestet wird,
sind dazu die summennormiertep-Qmean(Q) zu verwenden. Gute Orientierungshilfed si
die Q-Indizes perfekter Daten, die mittels SIMexaB{T) erzeugt werden kénnen.
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5.d) Bootstrappen

Die function Boot33m(B,Chi3,QiOl) bootstrappt gleteitig die p-values der 3 globalen (PC,

CR, LR) und der Bm Itemfit-Prufgrof3en (Qi, outfit, infit), sofern eliLdngen von Chi3 und

QIO gleich 3 bzw. 3m sind. Die 3+3m festgehalteReafgroRen werden als Chi3 und QIOl

Ubergeben. Es folgt die Beschreibung, wie mit egezelnen Prifgrol3e verfahren wird:

1. Die zu prufende Statistik wird als X0, die Pae&en sb, fw und np werden als SB, FW und

NP festgehalten.

2. Dann wird eine Zahl B gewahlt und B Mal werdesu@ Daten mittels SIMord() parame-

trisch simuliert — im Unterschied zum originalenridgdren, wo B Mal mit Zurticklegen aus

den Daten (dezN) gezogen wird. In jeder der B ticben werden

2a) sb und (fur die Itemfitmal3e) fw geschatzt,

2b) die Statistik XB berechnet,

2¢) und wird mitgezahlt, wie oft XB > X0 ist — deegnzahl ist &< n< Bk, wobei Bk< B die
Zahl der gultigen Falle ist (ItemPar konvergi.

3. Die relative Haufigkeit pv = n/Bk ist nun diedisgetrappte Uberschreitungswahrschein-

lichkeit, dass der wahre Wert X untep KGUltigkeit der Modellannahmen) gréer als das

beobachtete XO ist. Ist p der wahre p-value, dahmpv Bin(B,p)- verteilt. Ist Bpv{1-pv)

hinreichend grol3, dann ist pv annédhernd N( @puB(1-pv) )- verteilt, womit ein Konfidenz-

intervall angegeben werden kann.

Die p-values sind die Wahrscheinlichkeiten von Eghll. Art, d.h. Hirrtimlich abzulehnen.

Eine notwendige Bedingung, dass sie richtig gezthérden sind, ist die, dass sie der Stich-

probe einer U(0,1)- Verteilung entsprechen musbkim.: Die Transformation Y =,fX) ist

gleichverteilt). Dies kann man wie folgt nachprtfen

Man nimmt m und k an, sowie die Verteilungen vorOFBV0,NP, und wiederholt Wh Mal:

1. Simulation von SBO,FWO0, 2. Schatzung der sb/id &esthalten als SB,FW, 3. Berech-

nung der Prifgré3e und Festhalten als X0, 4. BBoaltstrappen und Speichern des p-values.

Das ergibt Wh Beobachtungen pv, deren Gleichvertgiimittels Histogramm graphisch und

mittels Verteilungstest statistisch geprift wer#é@ann — man wird, insbesonders in den kriti-

schen Bereichen 0<pv<0.1 und 0.9<p<1, keine sysischan Abweichungen finden.

Die Wahrscheinlichkeit, bei modellkonformen Datemaestens ein signifikantes (pv < 0.025

oder pv > 0.975) Itemfitmal3 (Qi, Out- oder Infit) keobachten, wird mit steigender Itemzahl

naturgemal immer grol3er; sie betragt bei 5 ltem84%, bei 10 Items ca. 79%, und bei 20

Items ca. 95%.

5.e) Personenhomogenitét

Sie wird mit der function PersHom(split,pri) getgstNach Teilung der Personen in die Grup-
pen r< split und r > split werden in beiden Gruppen desmiparamer sb1l und sb2 geschatzt
und die loglikelihoods cLL1 und cLL2 berechnet. &ngens PrifgroRe -2(cLL-cLL1-cLL2)
ist asymptotisclx> verteilt mit mscs-1 Freiheitsgraden.

Um festzustellen, welche Items eine eventuelle timbgenitét verursachen, werden die Wald-

Statistiken z , = (sbl, —sbalx)/\/se(sblfX +se(sb 2f, berechnet. Sie sind nur bei dichoto-

k(i)-1
men Items N(0,1)- verteilt. Die SummE ;fx bei polytomen Items ist niclt- verteilt.

x=1
Ist pri>0, werden fur beide Gruppen die Ergebniseltemparameterschatzung ausgedruckt,
ist pri>1, zuséatzlich die Randsummen und Persomanpeter. Kénnen in einer der Gruppen
die sb nicht geschatzt werden, endet die functigrdfr= -1 bzw. -2; an Chi2 = -unso erkennt
man den Index des Items, das eine ungiltige Samgitzerursacht hat .
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5.f) Itemhomogenitat

Fur den Martin-L6f-Test wird die function MarLoei@i1,cLL,pri) aufgerufen. Die Items wer-
den entsprechend der Indexmenge ind1 in zwei Grupgeteilt. Die Maximalscores beider
Gruppen lauten mscl und msc2. Es werden die Iteanpeer sb1l und sb2 geschatzt und die
loglikelihoods cLL; und cLL, berechnet. Andersens PrufgroRE(E2 04— LL12) ist asympto-
tischx? verteilt mit mscIimsc2-1 Freiheitsgraden.

LL moa= cLL(sb) + > np, Oin(np, / N).
r=0
mscl msc2
LL1z = cLL(sbl) + cLL2(sb2) D > n, ,0On(n, ,/N),

r1=0r2=0
wobei n, , die Haufigkeit der Scoresummen rl und r2 in dedeéseGruppen ist. Sind meh-

rere n12 kleiner als 5, muss X2 bootsgetrappt werti pri>0, werden die sb beider Grup-
pen ausgedruckt; ist pri=2, die Randsummen; ist2przusatzlich noch nl12. Mit m- fachen
Aufruf der function MarL6f(i,0) fur i = 1:m findethan das Item, das eine eventuelle Inhomo-
genitat verursacht.

Zu beachten ist: Entsteht beim Teilen eine Grupgemv@nigen Items und kleinen Zahlen np,
kann mdoglicherweise keine Losung existieren — d@eistenzbedingungen werden in der
function ItRaSu abgefragt. Im Fall von zwei dichotn Items existiert eine explizite LOsung.
Sie lautet exp[Bshy] = (-nti+nt-npy) / (Nti-nt-npy) und kann kleiner gleich Null sein. Endet
die function mit df = -1 oder -2, konnte in einegrdoeiden Gruppen keine oder nur eine
ungultige Losung gefunden werden. Den Index deetienden Items erkennt man am Wert
von Chi2 = -unso.

6. Alphabetische Ubersicht aller R-Funktionen

AndRel(np,fw): Andrichs Reliabilitat.

AnpTest3(np,n0,dez,pah,sb,cLL,pri): Berechnet digdgroRen (PC, CR, LR) von 3
globalen Modelltests. Ergebnis: list(Chi3,df).

Basis(): Berechnet die Basis (bas).

BedLL(m,k,nt,np,sb): Berechnet die Verbesserungehal L(sb) fur ItemPar.
Ergebnis: list(verb, cLL).

Boot33m(B,Chi3,QiOl): Schatzt die 3 p-values depAssungs- und did B p-values
der Itemfit-Tests. Ergebnis: list(pv3, pvQi, pvQuwin).

Daten.N(dezN): Ergebnis: list(nt, np, n0O, dez, pa&jfruf von Daten.n0.

Daten.n0(n0,dez,pah): Ergebnis: list(nt, np).

DezPat(d): Rechnet eine Dezimalzahl zum PatteriickuiVird von AnpTest3,
Daten.n0, Itemfit, PersHom, Q.Index und SIMexakgarufen. Ergebnis: pat.

Elim(eli): Eliminiert die Items mit Indizes eli. Bebnis: list(m, k, nt, np, n0, dez, pah).

GewLL(np,sb,fw): Berechnet die Verbesserungen, Vi) (ind se(fw) fur PersPar.
Ergebnis: list(wLL, verb, f2).

Itemfit(nt,n0,dez,pah,sb,fw): Berechnet die outd umfit- MalRe und deren Prufgrol3en.
Ergebnis: c(outfit, infit, t.out, t.in).

ItemPar(m,k,nt,np,sb,imax,eps,pri): Schatzung seenparameter und der cLL. Aufruf von
[tRaSu, Tau und BedLL. Ergebnis: list(itmax, vmekl., sb, tau, unso).

ItRaSu(m,k,nt,np): Abfrage, ob die ltemrandsummeéltigysind. Ergebnis: irs.

MarLo6f(ind1,pri): Berechnet die Prifgréfie des Maitf-Tests. Aufruf von ItemPar.
Ergebnis: list(Chi2, df).

PersHom(split,pri): PrifgréRen des Andersen- und/Mald-Tests (wenn dichotom).
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Aufruf von ItemPar, PersPar und StdFsb. ErgelisigChi2, df, zZWald).
PersPar(np,sh,imax,eps,pri): Schatzung der Perpar@meter samt se(fw). Aufruf von
GewLL. Ergebnis: list(itmax, cmax, wLL, fw, se.fw)
Q.Index(nt,np,n0,dez,pah,sb,fw): Ergebnis: Die Qidas Qi.
SGF(m,k,sb,i0): Ergebnis: Die symmetrischen Grunkifionen sgf (ohne sbl[i0,1]).
SIMexakt(v,gzz): Erzeugt exakte pah. Ergebnis(rigt, npE, nOE, dezE, pahE).
SIMord(): Simuliert die Dezimalcodes aller N PatteErgebnis: dezN.
SIMsb(til,d,rad): Simuliert Startwerte fur ltemPBrgebnis: sb.
StdFsb(np,sb,fw): Schétzt die Standardfehler deEsjebnis: se.sb.
Tau(m,k,sb): Normiert sb und prift deren Gultigk&itgebnis: list(sb, tau, unso).
Zeile(m,k,M,d): Vektor der Lange mscs fur Zwisches@rucke von Matrizen in Zeilenform.

7. Demonstrationsbeispiel

Anmerkung Holm;

Die Daten, auf die sich das folgende Beispiel bdezisind im Almo-Ordner unter dem Namen ,sim200pe3.f
enthalten. Diese Datei umfasst 200 Personen (Jeileth 3 Items (Spalten). Das 1. Iltem besitzt 2 Aagpngen,
das 2. und 3. Item 3 Auspragungen. Die Daten wuedepRasch-perfekte” Daten simuliert. Wird in Alndas
Rasch-Programm Progl4m4 gerechnet und dabei di@rOpR-Programm erzeugen“ in der Optionsbox
.verschiedene Optionen“ aktiviert, dann wird nadbénd beschriebene Folge von Funktionsaufrufen @urah
die relevanten Daten, z.HBez undpah) erzeugt.

Bekannt seien die Anzahl der Items (m=3), dereneg@tienzahl ( k=c(2,3,3) ) und die
Anzahl der Personen (N=200). Zuerst sind die mabarBaoresumme, die Anzahl mdglicher
Pattern und die Basis zu berechnen:

mscs = sum(k-1); amp = prod(k) # 5 und 18

bas = Basis() #9,3,1

Die N Dezimalcodes stammen entweder a) vom EinlesenN Pattern und der Rechnung
dezN = Summe(pailbas) oder b) aus einer Simulation mittels dezN = SI¥prdie mit

selbst gewéhlten SB, FW und NP (Summe = N) rechnet.

U = Daten.N(dezN) # berechnet n0, dez, pah, nt un d np.
nt =U$nt # Ergebnis: 17

dez = U$dez # die Zahlen 0:7 und 9:17

pah = U$pah # 13,4,1,7,10,5,7,86,9, 10, 2, 23,29, 26,7, 22,19
np =U$np # 13, 20, 51, 49, 48, 19
nt = U$nt; Zeile(m,k,nt,0) # 147,100,61,81,53. Ans telle einer 3 [P- Matrix
#in einer Zeile angegeben. Die Indize slauten 1,12,12,2 3,1
# 3,2. 1,2 ist ausgelassen.
[temparameter:
U = ItemPar(m,k,nt,np,nt [0,50,0.0001,0) # Schrittweise Ausgabe wenn pri>0.
sb = U$sb; Zeile(m,k,sb,3) # -0.910, -1.058. -0.007 ,-0.162, 0.917
cLL = U$cLL # -188.495, gebraucht von fur AnpTest3, PersHom und Marlof
cat(Usitmax, U$vmax, Usunso, fill=T) # 21, 0.00003, 0
Globale Modelltests:
U = AnpTest3(np,n0,dez,pah,sb,cLL,0) # Ausgabe v on n0 Zeilen, wenn pri<0
Chi3 = U$Chi3  #10.62,10.92,12.88= PC, CR, LR . Gebraucht von Boot33m.
df = U$df # 8 Freiheitsgrade
1-pchisq(Chi3,df) # 0.22, 0.21, 0.12. Die p-values, wenn ~  Xx%(8).
Personenparameter:
U = PersPar(np,sb,30,0.0001,0) # Schrittweise Aus gabe wenn pri>0.
fw = USfw #-2.698,-1.274,-0 .373,0.419,1.268,2.633
cat(Usitmax,Usvmax,U$wLL fill=T) # 8, 0.00006, -583 .931
Standardfehler:
U$se.fw #1.702, 1.100, 0.968, 0.960, 1.079, 1.668
StdFsb(np,sb,fw)  #0.179 0.148 0.177 0.152 0.1 86

Personenhomogenitét:
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U = PersHom(2,0) # Trennung in Personen mit Scores

0:2 und 3:5.

# pri>0: Ausgabe beider sb. pri>lsgabe beider np, nt und fw.

Chi2 =U$Chi2 #5.33 ... Andersens PriifgrofRe
df = U$df #4
zWald = U$zWald # -0.308, NA, NA. Nur fr das dic

I[temhomogenitat:
for(i in 1:m){ U = MarL6f(i,0); cat(i, USChi2, Us$df
# Ergibt 3 Zeilen  1,8.32,3 2, 6.50,
# Die jeweils erste Itemgruppe besteht aus It
# Ausdruck bei pri>0.

Itemfit-Tests:

Qi = Q.Index(nt,np,n0,dez,pah,sb,fw) # 0.104, 0.09
U = lItemfit(nt,n0,dez,pah,sb,fw) # outfit, infit
out = U[1:m] #1.026, 1.041, 0.934
inf=U[1:m+m] # 1.112, 1.000, 0.889
U[(2*m+1):(4*m)] # 0.200,0.374,-0.464 1.242,0.02

# die t-Werte der out- und infit-

# verteilten Prufgrof3en

Bootstrappen:
U = Boot33m(200, Chi3, ¢(Qi,out,inf) )
U$pv3 # 0.250, 0.230, 0.145 p-values von PC, C
US$pvQi # 0.720, 0.045, 0.815 p-values der Q-Ind
U$pvOu # 0.785, 0.135, 0.505 p-values der outfi

US$pvin # 0.580, 0.180, 0.760 p-values der infit-MalRe

ItemfitmalRe perfekter Daten:
U = SIMexakt(1,F) # Alle amp erwarteten pah. Ist am
#9zz=T.

pah = U$pahE  # Sie stimmen mit denen von AnpTe

hotome ltem 1.

, fill=T) }
5 3,1.35,5.
em i. Zusatzlicher

7, 0.049
und t-Werte

6,-1.300 ... je 3 t-Werte
Mafle sind keine N(0,1)-

R und LR
izes
t-Malde

p extrem groR, setzt man

st3 liberein, wo aber

# E(pah i) von unbesetzten Pattern tibergangen werden

n0 =amp; dez = 1l:amp-1 # nt, np, sb und fw bleib
U = Itemfit(nt,n0,dez,pah,sb,fw)
U[l:m) # 1.077,0.990, 0.933 ... outfit-MaRe von
U[1l:m+m] # 1.119, 0.965, 0.917 ... infit-MalRe von p
U = SIMexakt(10,T) # ganzzahlige erwartete pah fur
nt= USntE; np = USnpE; N = sum(np) # sind ca. die 1

# sb und fw kénnten neu geschatz

# sich aber kaum
n0 = U$nOE; dez =U$dezE; pah = U$pahE
Q.Index(nt,np,n0,dez,pah,sb,fw) # 0.114, 0.087,

# perfekter Date
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en unverandert

perfekten Daten
erfekten Daten

die Q-Indizes

0- fachen Originalwerte
t werden, unterscheiden

0.054 ... Q-Indizes
n



